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統計学

北門 利英（海洋生物資源学科）

Lecture 7 正規分布とその性質

Attention: 授業に関してわからないことがあれば，メールか6/24のリアルタイム接続時
（13:00-14:00）に遠慮なく質問してください．

生物資源学科の北門です．このビデオは統計学のLecture7の要約版です．今回は，正

規分布におけるパラメータの推定についてお話しします．前回と今回の内容は，
Lecture 8と9の基礎となりますので，必ず習得するように頑張ってください．それでは始
めます．
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正規分布の復習

まずは正規分布の復習です．
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正規分布の定義
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分散

期待値
(平均値)

正規分布は連続型の確率分布で，確率密度関数がこの式のように表される場合でし
た．muは期待値，sigma2は分散を意味しています．また確率密度関数の概形は平均
値に対して左右対称で，分散sigma2が大きくなると図でもわかりますように平均値の周
りでの散らばりが大きくなります．
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正規分布に関する性質 (1) 標準正規分布 N(0,1)
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正規分布に関係する大切な性質として標準化という話をしました．これは，確率変数Y

が平均mu, 分散sigma^2の正規分布に従っているとき，このYから平均値muを引いて，
標準偏差sigmaで割った値をZと置くと，もともとのmuとsigmaが何であってもそれを使っ

て変換すれば平均が０，分散が１の正規分布に変換できるということでした．このような
変換を標準化，また平均０，分散１の正規分布を標準正規分布と呼びます．
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正規分布に関する性質 (1) 標準正規分布 N(0,1)

Z～N(0,1)

P(0 ≦ Z ≦ 1.96)=0.4750

この標準正規分布には数表が与えられていて，これを用いた計算の練習問題に前回
取り組まれたかと思います．今回の提出課題でも利用します．
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正規分布に関する性質 (2) 再生性

もう一つの大切な性質として，正規分布の再生性があげられます．この定理３を覚えて
ください．これはn個の独立同一な正規分布に従う確率変数を考えるとき，それを1次元
にまとめた標本平均もまた正規分布に従い，その期待値がmu, 分散は元の分散のn分
の1になります．すなわち，標本平均にまとめるとちらばりが小さくなることを意味します．
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パラメータの推定
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母集団とサンプル集団（観測値）

母集団
サンプリング
(無作為抽出)

サンプル集団
(観測値)

体長

頻度

母集団の
真の体長分布
（未知） 体長

頻度 サンプル集団の
体長分布
(観測値から推定)

推測
(観測値の情報を基

に母集団の構造に
ついて知りたい）

これは前回用いた模式図ですが，いま何か知りたい対象となる母集団があり，それが
正規分布に分布に従っているとします．そこから無作為にサンプリングを行って観測値
を得て，その観測値を基に母集団のパラメータを推定します．
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２つの評価側面

(1) 不偏性
真のパラメータの値がなんであろうとも，
推定量の期待値が真値と一致する

�

推定量Ａの確率分布

� �̂  	 �  for all  �

真の

さて，その推定をする際に利用する計算方法，すなわち推定量の性質を評価する方法
ですが，ここでは2点あげたいと思います．一つは不偏性と呼ばれるもので，これまで

の授業でも触れてきましたが改めてまとめてみます．我々は一部を調べて全体を把握
しようとするわけですが，一部しか見ていないので必ず誤差が生じます．例えば正規分
布の平均値muを推定したい時に，その値を間違えることなく推定することはできず，ば
らつきが生じます．それも確率分布として表せるわけですが，ここでは推定量Aを用い
ると，真のmuに対してこのように偏りなく散らばるとします．そしてmu-hatの期待値をと
ると，ちゃんとmuになっているとします．これはよさそうな性質ですね．
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２つの評価側面

(1) 不偏性
真のパラメータの値がなんであろうとも，
推定量の期待値が真値と一致する

�

推定量Ａの確率分布推定量Ｂの確率分布
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真の

いまこれとは別に推定量Bというのがあったとしましょう．これもばらつくわけですが，青

の線のようなばらつきだったとしましょう．これはなんとなくよくなさそうですね．ばらつき
の程度は同じでも，過小評価する傾向があります．期待値とをとるとmuにはなりません
ね．偏ってしまっているのです．
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２つの評価側面

(1) 不偏性
真のパラメータの値がなんであろうとも，
推定量の期待値が真値と一致する

真の�

推定量Ａの確率分布
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ここで大事なのは，本当の値を100％的中させることはできないのですが，偏りなく推
定できるという性質が大事で，これは真のmuの値が何であっても，満たされることが大
切です．すなわちmuが変わればちゃんと推定量もそれに応じて変わる，という性質で
す．このような推定量の性質のことを不偏性と言います．
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２つの評価側面

(2) 分散をなるべく小さくする

�

推定量Ａの確率分布

推定量Cの確率分布

���̂��� → min

次に不偏性を満たしている2つの推定量AとCがあったとして，これだとどっちがよいで
しょうか．一目瞭然，AもCもmuを中心にばらつくわけですが，ばらつきが小さいほうが
よい，すなわち推定量Aの方がよいことになります．
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定式化 (μの推定)
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推定量の不偏性

推定量の分散

さて正規分布の場合の平均値muの推定ですが，標本平均を用います．この推定量は，
ここに示していますように不偏で，また証明は省略しますが分散をsigma^2/nよりも小さ
くする不偏な推定量は存在しないことが示せます．
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定式化(σ2の推定)
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推定量の不偏性(不偏であることだけを覚えてください)

推定量の分散(これは覚えなくてよいです)

また分散ですが，各観測値と標本平均の差の2乗を平均するわけですが，ここでnでは
なく(n-1)で割っているのは，その下の式に示しましたように，そうすることで不偏性を満
たすことができるからです．
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例題

ある海域に生息するＸＸマグロの１歳魚を9個体ランダムに
サンプリングし，その体長を測定した．これらが以下のよう
に独立同一に正規分布N(μ, ��)に従うとするとき， μと��
の推定値を求めよ．また，μの推定値の標準誤差を求めよ．

Y=(42, 40, 50, 39, 40, 43, 42, 48, 43)   
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例題

$, �, . . . , &~�''�����, ���

(推定量の標準偏差に値を代入したもの)
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提出課題

最後に提出課題です．7月3日までに学務システムを通して提出してください．それでは
Lecture7のダイジェストビデオを終わります．
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